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I.C Dévissage de Opp, qq

Théorème 3: Dévissage de Opp

Soit p, q ‰ 0. Il existe un homéomorphisme :

Opp, qq – Oppq ˆ Opqq ˆ Rpq

Démonstration. Soit M P Opp, qq,.

1. Commençons par montrer que Oppq ˆ Opqq est stable par transposition, on a :

M P Opp, qq ô M Ip,q
tM “ Ip,q ô tM´1Ip,qM

´1 “ Ip,q ô tM´1 P Opp, qq ñ tM P Opp, qq

2. Par décomposition polaire, il existe deux matrices O P OnpRq et S P S ``
n pRq telles que M “ OS.

On commence par montrer que S est dans Opp, qq puis le même résultat découlera pour O. Soit
T “ tMM . Alors S2 “ T P S ``

n pRq (attention de ne pas dire que S ``
n pRq est un groupe ! On

peut justifier l’assertion précédente par le fait que les valeurs propres de S2 sont les valeurs propres
de S au carré).

Du premier point, on en déduit : T “ tMM P Opp, qq.
De plus, comme exp : SnpRq Ñ S ``

n pRq réalise un homéomorphisme il existe un unique U P SnpRq

tel que T “ expU .

T P Opp, qq ô T Ip,q
tT “ Ip,q

ô expU “ T “ tT “ Ip,qT
´1Ip,q “ I´1

p,qpexpUq´1Ip,q “ Ip,q expp´UqIp,q

ô expU “ exp p´Ip,qU Ip,qq

ô U “ tU “ ´I´1
p,qU Ip,q pexp : Sn Ñ S ``

n bijectiveq

ô U Ip,q ` Ip,qU “ 0 (condition linéaire, elle nous servira dans la dernière partie)

ô
U

2
Ip,q ` Ip,q

U

2
“ 0

ô
U

2
“ ´Ip,q

U

2
Ip,q

ô exp

ˆ

U

2

˙

“ exp

ˆ

´I´1
p,q

U

2
Ip,q

˙

“ Ip,q

ˆ

exp

ˆ

U

2

˙˙´1

Ip,q.

Or, on a : exppU{2q P SnpRq`` et exp2pU{2q “ expU “ Tpuis par unicité de la racine carrée :
exppU{2q “ S et par suite S P Opp, qq et aussi O P Opp, qq. Enfin la décomposition polaire M “

OS ÞÑ pO,Sq induit l’homéomorphisme :

Opp, qq – pOpp, qq X Opnqq ˆ pOpp, qq X S ``
n pRqq.

3. Soit O P Opp, qq X Opnq. On découpe O en blocs de tailles p et q.

D’une part :

O “

ˆ

A C
B D

˙

P Opp, qq ô

$

’

’

&

’

’

%

tAA´ tBB “ Ip
tAC ´ tBD “ 0
tCA´ tDB “ 0
tCC ´ tDD “ ´Iq
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D’autre part :

O “

ˆ

A C
B D

˙

P Opp, qq ô

$

’

’

&

’

’

%

tAA` tBB “ Ip
tAC ` tBD “ 0
tCA` tDB “ 0
tCC ` tDD “ Iq

En sommant bien les relations obtenues, on a tAA “ Ip et tDD “ Iq et B et C sont nulles. On a
donc :

Opp, qq X Opnq “

"ˆ

A 0
0 D

˙

, A P Oppq, D P Opqq

*

– Oppq ˆ Opqq

4. On définit L “ tU P MnpRq, U Ip,q ` Ip,q
tU “ 0u. Avec la relation établie au point 2. on obtient

l’homéomorphisme :

SnpRq X L – Opp, qq X S ``
n pRq

Soit U “

ˆ

A B
tB C

˙

P SnpRq X L. Alors UIp,q ` Ip,q
tU “

ˆ

2A 0
0 2C

˙

. Donc A “ 0 et C “ 0 et B

est quelconque de taille pˆ q.

Finalement : Opp, qq X S ``
n pRq – Rpq, d’où au final l’homéomorphisme :

Opp, qq – Oppq ˆ Opqq ˆ Rpq

■
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